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ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ВИБРАЦИОННОЙ УСТОЙЧИВОСТИ 
ПРИ ТОЧЕНИИ 
Ю. В. Петраков, М. А. Данильченко, А. И. Петришин 
Розроблено нову технологію прогнозування вібрацій при точінні, яка за-
снована на моделюванні процесу різання в часі і в частотному діапазоні з вико-
ристанням діаграми Найквіста. Процес різання представлений таким, який 
здійснюється в пружній замкненій технологічній обробній системі (ТОС), з 
урахуванням оброблення «за слідом». Динамічна модель представлена у вигляді 
системи з двома ступенями свободи в напрямку поздовжньої і поперечної осей 
координат верстата. Математична модель побудована згідно системного 
підходу (у вигляді структурної схеми з'єднання елементів з передавальними 
функціями по Лапласа), нелінійна і має четвертий порядок. Тому моделювання 
виконується чисельним методом з використанням процедури Рунге-Кутта че-
твертого порядку. Показано, що при дослідженні вібрацій слід враховувати 
три групи факторів: геометрію інструменту, динамічні параметри і режим 
різання, який краще представляти у вигляді аналога швидкості зрізання припу-
ску. Динамічні параметри системи у вигляді спектру отримують шляхом об-
робки експериментальних вагових характеристик, отриманих при імпульсному 
збуренні системи спеціальним молотком. Створена прикладна програма, яка 
дозволяє моделювати процес виникнення регенеративних коливань у часі та бу-
дувати амплітудно-фазову характеристику ТОС при різанні. Прикладна про-
грама виконує моделювання  за вихідними даними, що відповідають режиму рі-
зання та динамічним характеристикам системи, представленим у вигляді жо-
рсткості та частоті головної гармоніки за відповідними осями координат. 
Моделювання процесу в створеній прикладній програмі показало результати, 
які повністю збігаються з результатами частотного аналізу профілограми 
реально обробленої деталі, що дозволяє рекомендувати цю технологію для про-
гнозування і оцінки вібрацій та сталості при токарній обробці 
Ключові слова: коливання при токарній обробці, динамічна модель з двома 
ступенями свободи, функція запізнення 
1. Введение
Процесс резания осуществляется в упругой технологической обрабатыва-
ющей системе (ТОС) и по своей природе является замкнутым. Под замкнуто-
стью понимается наличие естественной обратной связи между заданным пара-
метром резания, например, глубиной, и возникающей при резании силой, что 
вызывает изменение деформации, а, следовательно, пропорциональное измене-
ние глубины резания, что, в свою очередь, приводит к изменению силы резания 
и т. д. Кроме того, процесс резания, как правило, является многопроходным, 
что характеризуется так называемой обработкой «по следу». Многие исследо-
Н
е
є
пе
ре
ви
да
нн
ям
ватели справедливо считают это основной причиной возникновения вибраций и 
появления «ряби» на поверхности детали. 
Возникновение регенеративных колебаний (автоколебаний) существенно 
влияет на эффективность процесса, снижается качество поверхности обрабаты-
ваемой детали и точность выполняемых размеров. Кроме того, вибрации могут 
привести к повреждению режущего инструмента и даже станка, что, как след-
ствие, увеличивает стоимость производства [1]. Поэтому изучение и решение 
проблемы возникновения вибрации во время обработки резанием крайне важно 
для улучшения производительности этих операций. Обычно такое изучение 
выполняется путем использования различных методов моделирования и анали-
за, направленных на прогнозирование и предсказание наилучших условий вы-
полнения процесса резания на станке. Повышение надежности и эффективно-
сти таких исследований по-прежнему остается актуальной научно-технической 
проблемой. 
 
2. Анализ литературных данных и постановка проблемы 
Итак, в основном все исследователи считают, что колебания в ТОС происхо-
дят в результате взаимодействия упругой системы с процессом резания. Таким 
образом, именно это взаимодействие и является генератором и источником дина-
мических явлений в упругой системе, проявляющихся в периодических относи-
тельных смещениях инструмента и заготовки. Среди причин возникновения виб-
раций при резании в работе [2] основной считается нелинейность характеристик 
самого процесса резания, причем в основу модели положена система с одной сте-
пенью свободы, что снижает ее адекватность. Другие исследователи [3] принима-
ют во внимание комплекс причин, среди которых отмечается статическая и дина-
мическая двузначность силы резания, взаимовлияние колебаний в координатной 
связи, вторичное возбуждение от обработки по следу. Однако принимается мо-
дель с одной степенью свободы, а математическое описание строится на основе 
зависимости предела прочности металлов от температуры. Такой подход не может 
объяснить колебания в системе с высокой частотой, поскольку известна инерци-
онность такой характеристики, как температура. 
Следует отметить фундаментальные исследования колебаний в системе 
при резании, представленные в [4]. Предлагаемые подходы в основном базиру-
ются на использовании аналитических методов решения дифференциальных 
уравнений системы не выше второго порядка, а определение условий устойчи-
вости основывается на анализе корней характеристического уравнения, что не 
всегда дает адекватные результаты [5]. В исследованиях частотной области 
вибраций и устойчивости при резании с применением ‘lobes-diagram’ [6], не-
смотря на широкий эксперимент, все же отсутствует математическая модель, 
позволяющая предсказывать возникновение вибраций. 
При решении задач моделирования большинство работ предлагают учи-
тывать задержку времени между последовательными оборотами, которая зави-
сит от частоты вращения шпинделя, что влияет на фазу между вибрационными 
волнами на обработанной поверхности [7]. Указывается на значительную роль 
этого явления в нестабильности процесса резания, но представленные матема-
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тические модели не позволяют провести моделирование процесса во време-
ни [8]. Проблема обеспечения безвибрационной обработки может быть решена 
с помощью системы [9]. Однако это метод предусматривает проведение слож-
ных комплексных исследований и требует значительных затрат. Например, в 
работе [10] отмечается, что экспериментальный метод требует больших затрат 
и времени, тогда как аналитический метод устраняет необходимость в экспери-
ментах. Тем не менее, предложенный аналитический метод нельзя считать ис-
черпывающим, поскольку он также базируется на анализе корней характери-
стического уравнения. 
На этом фоне очевидна необходимость развивать модели в сторону по-
вышения их адекватности, увеличивая количество степеней свободы динамиче-
ской системы, что позволит надежно и просто предсказывать условия резания, 
обеспечивающие стабильность процесса с помощью моделирования численны-
ми методами [11].  
Проведенный анализ подтвердил главное условие создания адекватной 
модели. Необходимы:  
– во-первых, адекватная модель зависимости силы резания от режима об-
работки, материала заготовки, инструмента и других факторов,  
– во-вторых, динамические характеристики упругой технологической 
системы, 
– в третьих, геометрическая модель взаимодействия инструмента и заго-
товки в виде аналога скорости срезания припуска – Material Removal Rate [12]. 
 
3. Цель и задачи исследования 
Целью исследования является разработка математической модели про-
цесса резания для токарной обработки с учетом обработки по следу и с двумя 
степенями свободы, создание информационного обеспечения для численного 
моделирования и прогнозирования устойчивости системы.  
Это позволит решать не только задачи выбора режима резания, но и про-
ектирования динамических параметров ТОС для выполнения устойчивой обра-
ботки с максимальной производительностью. 
Для достижения цели необходимо решить следующие задачи: 
– на основе системного подхода разработать структурную схему процесса 
резания, как одномассовой системы с двумя входами по ортогональным осям: 
глубине резания и продольной подачи; 
– создать прикладную программу численного моделирования во времен-
ном и частотном диапазонах; 
– провести экспериментальную проверку теоретических результатов и 
сформулировать практические рекомендации к использованию на производстве. 
 
4. Методы исследования процесса точения 
4. 1. Постановка задачи 
Прогнозирование вибрационной устойчивости при токарной обработке 
предполагает наличие математической модели, состоящей из отдельных моде-
лей силы резания, упругой замкнутой динамической системы и геометрическо-
Н
е є
пе
ре
ви
д
нн
ям
го взаимодействия. Математическая модель должна объединять эти частные 
модели в единую систему с двумя входами по глубине резания и продольной 
подаче на оборот и соответствующими выходами, формирующими геометриче-
ские параметры срезаемого слоя припуска. Моделирование предполагает ис-
пользование численных методов, где для обеспечения адекватности часть па-
раметров математических моделей задается по результатам экспериментов.  
Поэтому предлагается построение алгоритма прикладной программы, ко-
торый базируется на разработанной математической модели и реализует моде-
лирование во временном и частотном диапазонах. Для анализа полученных ре-
зультатов предполагается разработать критерии устойчивости процесса резания. 
 
4. 2. Математическая модель процесса резания при точении 
Для определения силовых характеристик процесса точения можно вос-
пользоваться известной эмпирической зависимостью тангенциальной состав-
ляющей силы резания от режима обработки [13]: 
 
, Pz Pz Pzx y nz PzF C h f V k           (1) 
 
где CPz – коэффициент, который зависит только от материала заготовки; k – по-
правочный коэффициент; xPz, yPz, nPz – показатели степени; h, f, V – составляющие 
режима резания – глубина (мм), подача (мм/об) и скорость резания (м/мин).  
На рис. 1 представлена схема образования упругих деформаций при точе-
нии, где показано как упругие деформации δh в направлении оси Y (по глубине 
резания) приводят к изменению ширины резания δf и в результате – площади сре-
заемого слоя припуска. Упругие деформации в направлении оси X не приводят к 
изменению глубины резания, а непосредственно влияют на площадь среза. 
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Рис. 1. Схема влияния упругих деформаций на срезаемый припуск 
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Составляющие Fx и Fy силы резания являются векторами разложения го-
ризонтальной составляющей Fxy, которая действует по передней поверхности в 
направлении, совпадающем с направлением главного угла в плане φ режущей 
пластины, и может быть определена по зависимости Fxy=0.6Fz [13]. Таким обра-
зом, из геометрических соотношений рис. 1: 
 
0,6 cos , y zF F  0,6 sin . x zF F         (2) 
 
В целом математическая модель процесса резания в упругой ТОС может 
быть представлена в виде структурной схемы, показанной на рис. 2.  
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Рис. 2. Структурная схема процесса точения 
 
Структурная схема представляет систему с двумя входами по глубине hз и 
подаче fз и соответственно двумя выходами – деформациями δh и δf по этим 
направлениям. В структурной схеме учитывается обработка по следу в направ-
лении двух координат за счет передаточных функций запаздывания e-τs, где τ – 
время одного оборота шпинделя, s – оператор Лапласа. Поэтому действующая 
подача f=fз+δfe-τs, а действующая глубина h=hз+δhe-τs соответственно обозначе-
ниям на структурной схеме.  
Учитывая относительно малые величины деформаций по сравнению с 
глубиной (шириной) резания, зависимость силы резания (ее составляющей FZ) 
от глубины h резания и подачи f может быть линеаризована:  
 
  10 0 0 00/ ,

    p p p
x y n
Z p pKh F h C x h f V k         (3) 
 
и 
 
  10 0 0 00/ ,

    p p p
x y n
Z p pKf F f C h y f V k         (4) 
 
где h0, f0, V0 – значения параметров в точке линеаризации. Таким образом, тан-
генциальная составляющая Fz силы резания при таком подходе может быть 
представлена зависимостью из структурной схемы: Fz=f1Kf0+h1Kh0.   
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Упругая динамическая система представлена одномассовой моделью, кото-
рая находится под действием силового возбуждения по двум координатам соот-
ветствующими составляющими силы резания. Поскольку параметры динамиче-
ской системы необходимо определять экспериментально, передаточные функции 
динамической системы удобно представить в виде колебательных звеньев. Пери-
од T колебаний звеньев связан с жесткостью и приведенной массой: 
 
2 / ,  T             (5) 
 
где ω – частота собственных колебаний (рад/с).  
Жесткость по координатным осям определяется экспериментально, а ча-
стота собственных колебаний – по главной гармонике спектра реакции системы 
на импульсную нагрузку, т. е. по ее весовой характеристике. По этой же харак-
теристике определяется коэффициент ξ затухания колебаний как для колеба-
тельного звена [11]. 
Моделирование такой системы (рис. 2) возможно проводить только чис-
ленными методами во временном и частотном диапазонах. В соответствии с 
методом удобнее всего представлять математическую модель в виде переда-
точной функции с изображениями по Лапласу. Так, для получения передаточ-
ной функции по входу f к выходу δf необходимо воспользоваться связями 
структурной схемы рис. 2, положив h=0. В таком случае из структурной схемы 
можно получить следующую систему уравнений: 
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Из системы уравнений (6) методом замены переменных получается урав-
нение, связывающее перемещение f в направлении оси X (продольная подача на 
оборот) глубину и деформацию δf в том же направлении. Из этого уравнения 
легко получить искомую передаточную функцию: 
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где 2 2 2 1,   x x xW T s T s  
2 2 2 1.   y y yW T s T s  
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После простых алгебраических преобразований имеем искомую переда-
точную функцию в стандартном виде: 
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2 2
02 12 2
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       (8) 
 
где постоянные времени τ, T с соответствующими индексами и коэффициент 
передачи k2 определяются из уравнения (7), записанного в стандартной форме 
по убыванию степеней оператора s Лапласа. 
Для моделирования системы во времени численным методом с использо-
ванием стандартной процедуры численного интегрирования Рунге-Кутта 4-го 
порядка уравнение (8) движения по входу f необходимо представить в перемен-
ных состояния в виде матрицы:  
 
     
     
     
   
1
2 5
3 6
4 7
1` 1 2 ,
2 1 3 ,
3 1 4 ,
4 1 ,
   

   

   
   
sU AU U
sU AU A f U
sU AU A f U
sU AU A f
        (9) 
 
где 3 41 12 02/ ,A T T  
2 4
2 22 02/ ,A T T  
4
3 32 02/ ,A T T  
4
4 021 / ,A T  
2 4
5 02 02/ , A T  
4
6 12 02/ , A T  
4
7 2 02/ ,A k T  sU, U – массивы переменных состояния. 
 
5. Экспериментальные исследования динамических характеристик ТОС 
Главной целью экспериментальных исследований является подтвержде-
ние адекватности разработанной математической модели. Поскольку в матема-
тическую модель входят такие параметры как жесткость технологической об-
рабатывающей системы, частота собственных колебаний и коэффициент зату-
хания колебаний, было решено провести натурные эксперименты для наладки, 
схема которой показана на рис. 3, выполняя измерения в местах и по направле-
ниям, указанным стрелками. 
Жесткость измерялась при нагружении в указанных направлениях силой 
через тензометрический динамометр УДМ600 (ВНИИ, РФ) до 1200 Н, а пере-
мещение определялось индикатором с ценой деления 0,01 мм. Динамические 
характеристики системы в этих же точках определялись по цифровым массивам 
весовых характеристик, при разложении сигнала (рис. 4, а) в частотном диапа-
зоне и получении его спектра (рис. 4, б). 
Весовая характеристика является реакцией системы на импульсное воз-
действие в результате удара специальным молотком в выделенных на схеме 
рис. 3 местах. Было использовано стандартное оборудование для измерений с 
пьезоакселерометром РСВ 353В15 и усилителем РВС 480Е09 с АЦП NI USB-
9215 (Piezotronics, Inc., USA). Обработка цифрового сигнала проводилось с ис-
пользованием алгоритма FFT (Fast Fourier Transform) пакета MATLAB. Резуль-
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таты измерений представлены в табл. 1, где в полученных спектрах представ-
лены пиковые гармоники, а жирным шрифтом выделены частоты с максималь-
ной амплитудой сигнала.  
 
 
А B C 
D 
350 mm 
30 mm 
 
 
Рис. 3. Схема измерений 
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Рис. 4. Характеристики системы в точке C: а – весовая характеристика; б – 
спектр 
 
Таблица 1 
Экспериментальные данные 
Точка Жесткость, Н/мм 
Частота, Гц 
I II III IV 
А 11617 473 832 2421 - 
B 6936 250 474 1649 2277 
C 9468 235 472 593 1757 
D 3723 1100 2154 - - 
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Обработка заготовки из стали 20 выполнялась проходным резцом с углом в 
плане 45°, режим резания: глубина 2,5 мм, подача 0,2 мм/об, частота вращения 
шпинделя 1600 об/мин. Процесс резания сопровождался звуковыми колебания-
ми на высокой частоте и ощутимыми вибрациями, следы которых видны на об-
работанной поверхности. В выделенных областях обработанной детали (А, В, С 
на рис. 3) на кругломере Talyrond проведены измерения шероховатости попе-
речного сечения и выполнен их частотный анализ. На рис. 5, а представлен 
график цифрового сигнала профиля поверхности в сечении С, а на рис. 5, б – 
спектр разложения сигнала в частотном диапазоне, при учете, что формирова-
ние профиля выполнялось за время одного оборота, равное 0.0375 с. 
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Рис. 5. Результаты измерений профиля поверхности детали в области С: а – 
профилограмма, б – спектр 
 
Ясно, что рельеф поверхности (макро- и микронеровности) образован в 
результате относительного перемещения инструмента и детали, которые про-
исходят из-за колебаний ТОС при резании. Поэтому разложение профиля в 
спектр с учетом частоты вращения шпинделя может служить надежным крите-
рием адекватности создаваемой математической модели процесса. Иными сло-
вами должно выполняться соответствие между спектром и амплитудно-фазовой 
характеристикой модели.  
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6. Моделирование переходной и частотной характеристик процесса 
Для моделирования процесса резания при точении была создана приклад-
ная программа, ядром которой является разработанная выше математическая 
модель. Прикладная программа позволяет моделировать процесс, как во вре-
менном, так и в частотном диапазоне в виде амплитудно-фазовой характери-
стики. На рис. 6 представлен интерфейс программы при моделировании про-
цесса резания с динамическими параметрами, полученными для сечения С 
(рис. 3) в процессе экспериментальных исследований. Моделирование выпол-
няется численным методом с использованием процедуры интегрирования Рун-
ге-Кутта четвертого порядка, с шагом интегрирования 0,00001 с. 
Процесс начинается с колебаний, вызванных скачкообразным изменени-
ем подачи на оборот, которые постепенно затухают. Такой процесс соответ-
ствует стандартным типовым динамическим воздействиям сигналом в виде 
функции Хевисайда для получения переходной характеристики. После завер-
шения одного оборота заготовки (при 1600 об/мин это время составляет 
0,0375 с) колебания в системе возникают вновь, что вызвано регенеративным 
возбуждением из-за обработки «по следу». Однако указанные условия при мо-
делировании с течением приводят к затуханию процесса. При повышении ин-
тенсивности процесса резания, например, за счет увеличения глубины резания 
до 3,6 мм моделирование показывает увеличение амплитуды колебаний, что 
свидетельствует о возможной потере устойчивости. Таким образом, может быть 
определен важнейший показатель ТОС – предельная глубина резания, что 
определяет возможную максимальную производительность обработки. 
Проверка адекватности созданного программного обеспечения выполня-
лась сравнением частотных характеристик разработанной модели ТОС с ре-
зультатами частотного анализа профилограммы реально обработанной поверх-
ности детали. При нажатии на кнопку «Диаграмма Найквиста» в отдельном 
окне появляется график амплитудно-фазовой характеристики, построенный на 
комплексной плоскости (рис. 7).  
На кривой амплитудно-фазовой характеристики выделены расчетные 
точки, около которых обозначена соответствующая частота в Гц. График харак-
теристики построен автоматически как сплайн, контрольные точки которого 
рассчитываются численным методом [11]. Максимум амплитуды колебаний 
ТОС наблюдается при частоте ~360 Гц (рис. 7), что хорошо коррелируется со 
спектром сигнала профиля обработанной поверхности – главная гармоника 
расположена именно на этой частоте (рис. 5, б). Таким образом, совпадение ча-
стот главной, доминирующей гармоники модели и спектра профиля, косвенно 
подтверждает адекватность созданной математической модели.  
Моделирование процесса резания на созданной программе с параметра-
ми, соответствующими области точки А, продемонстрировало частотную ха-
рактеристику, представленную на рис. 8. 
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Рис. 6. Интерфейс программы моделирования 
 
 
 
Рис. 7. Амплитудно-фазовая характеристика ТОС при резании (область точки С) 
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Рис. 8. Результаты моделирования и эксперимент: а – амплитудно-фазовая ха-
рактеристика ТОС при резании (область точки А), б – следы колебаний на по-
верхности детали 
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Видно, что максимальная амплитуда колебаний происходит на частоте 
2260 Гц (рис. 8, а), что соответствует рельефу поверхности, оставленной на де-
тали при отводе резца (рис. 8, б). На поверхности видны следы колебаний ТОС 
в количестве 82 волн, что при частоте вращения 1600 об/мин соответствует ча-
стоте 2200 Гц, что еще раз подтверждает адекватность разработанной матема-
тической модели и созданной прикладной программе. 
 
7. Обсуждение результатов исследования прогнозирования вибраци-
онной устойчивости при токарной обработке 
Процесс резания, в частности, при точении выполняется в упругой замкну-
той ТОС и всегда сопровождается колебаниями. Амплитуда этих колебаний фор-
мирует микронеровности профиля, а при определенных условиях может привести 
к потере устойчивости процесса резания. В любом случае именно амплитуда ко-
лебаний ТОС определяет ее максимально возможную производительность по пре-
дельно допустимой глубине резания. Поэтому важно иметь инструменты и техно-
логии для прогнозирования виброустойчивости процесса резания. 
Предлагается новая технология прогнозирования, основанная на исполь-
зовании математической модели упругой ТОС с двумя степенями свободы 
(рис. 1, 2), которая описывается передаточной функцией четвертого порядка с 
запаздывающим аргументом. Прогнозирование осуществляется в прикладной 
программе, где учитываются три группы факторов, которые определяются по 
экспериментальным данным: геометрия инструмента, динамический параметры 
ТОС (табл. 1) и режим резания. Модель проверена на адекватность по результа-
там сравнения спектра профиля микронеровностей реально обработанной по-
верхности (рис. 5) с амплитудно-фазовой характеристикой разработанной мо-
дели (рис. 7). 
Созданная прикладная программа позволяет проводить оценку устойчи-
вости ТОС при резании, а также строить диаграмму устойчивости (так называ-
емые «lobes-diagram») в координатах «глубина резания – скорость резания». 
Оценку можно выполнять по результатам наблюдения процесса во времени, 
либо в частотном диапазоне с использованием критерия устойчивости Найкви-
ста с учетом наличия в системе запаздывающего звена [12]. Повышение адек-
ватности предложенной модели следует искать в увеличении количества масс и 
степеней подвижности динамической системы, о чем свидетельствует спектр 
профиля обработанной поверхности детали (рис. 5, б), где можно выделить как 
минимум четыре значимых гармоники.  
В развитие данного исследования можно предложить использование со-
зданной прикладной программы непосредственно в стойке станка с ЧПУ для 
прогнозирования вероятности возникновения вибраций, амплитуда которых 
превышает заданный уровень, при выполнении любой управляющей програм-
мы обработки детали.  
 
8. Выводы  
1. Разработана математическая модель процесса резания в упругой замкну-
той технологической системе с учетом обработки по следу. Модель представля-
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ет динамическую систему с двумя степенями свободы и сформирована в виде 
передаточной функции четвертого порядка, что позволяет применить числен-
ные методы получения характеристик системы, как во времени, так и в частот-
ном диапазоне. 
2. Предложена новая технология прогнозирования вибрационной устойчи-
вости при токарной обработке. Технология состоит в применении созданной 
прикладной программы моделирования, в которой используются начальные 
установки (исходные данные), полученные в результате экспериментальных 
исследований динамических параметров ТОС. Моделирование в прикладной 
программе позволяет строить диаграмму устойчивости в координатах «глубина 
резания – скорость резания». 
3. Проведенные экспериментальные исследования по сравнению спектра 
микронеровностей обработанной поверхности и амплитудно-фазовой характе-
ристики ТОС подтвердили адекватность математической модели в части совпа-
дения главной гармоники спектра микронеровностей и амплитудно-частотной 
характеристики модели, что позволяет рекомендовать разработанную техноло-
гию к практическому применению.  
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